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Die Kategorie der gleichungs{partiellen Theorien alssemantischer BereichHorst ReichelDezember 19951 Die Kategorie EPT der endlich prasentierten TypentheorienFur die Denition der Semantik von Spezikationssprachen gibt es zwei wesentliche Methoden, die mo-dellorientierte und die axiomatische Semantik. In [AKBK 96] wird von C.B. Jones und P. Clement diemodellorientierte Semantik im Kapitel 10 diskutiert und die axiomatische Semantik ist Gegenstand vonKapitel 4 ([Rei 96]).Wir werden hier eine spezielle Version der axiomatischen Semantik entwickeln, mit der in moglichstgleichartiger Art und Weise Konzepte erster und hoherer Ordnung deniert werden konnen. In derPradikatenlogik werden Modelle stets in der Kategorie der Mengen konstruiert. Dies gilt auch fur vieleVerallgemeinerungen der Pradikatenlogik. In der funktoriellen Modelltheorie von Lawvere, [Law 63] wer-den Modellklassen als Teilkategorien von Funktorkategorien SemTdargestellt, wobei nun der semanti-sche Interpretationsbereich Sem eine beliebige Kategorie sein darf. Mit dem Begri der Institution vonBurstall und Goguen, siehe [BG 84], wurde eine abstrakte Modelltheorie geschaen, in der nur nochvorausgesetzt wird, da fur jede Signatur eine Kategorie von Modellen gegeben ist, fur die bezuglicheiner weiterhin gegeben Menge von Aussagen und einer gegeben Gultigkeitsrelation zwischen Modellenund Aussagen die Teilkategorie derjenigen Modelle gebildet werden kann, die einer gegeben Menge vonAussagen genugen. Hinsichtlich der Aussagen und der Modellkategorien wird angenommen, da sie fureiner Kategorie von Signaturen als Funktoren gegeben sind. Es wird dabei nicht vorausgesetzt, da dieModellkategorie zu einer Signatur auf der Basis eines einheitlichen semantischen Interpretationsbereichesgebildet ist. Allerdings sind dem Autor keine konkreten Institutionen bekannt, in denen die Modellkate-gorie nicht auf der Basis eines einheitlichen semantischen Interpretationsbereiches gebildet werden.Die Vorgabe eines einheitlichen semantischen Interpretationsbereiches ist in der Informatik jedoch nichtzwingend. Verschiedene Modelle eines abstrakten Datentyps konnen sehr wohl mittels verschiedenerProgrammiersprachen implementiert werden und bilden dabei trotzdem Modelle des gleichen abstraktenDatentyps. Folglich mussen Modelle einer Spezikation nicht notwendig in einem gemeinsamen seman-tischen Interpretationsbereich konstruiert werden.Aus einer abstrakten Sicht beschreibt eine Spezikation eine Menge von Typen, Typkonstruktoren, Funk-tionen, Funktionalen und Eigenschaften der konstruierten Objekte. Dabei konnen einzelne Typen, Typ-konstruktoren, Funktionen und Funktionale semantisch eindeutig beschrieben sein, so da Modelle fureine Spezikation durch Interpretation der nicht eindeutig spezizierten Typen, Typkonstruktoren, Funk-tionen und Funktionale entstehen, wobei die spezizierten Eigenschaften erfullt werden mussen.Wir werden Modelle einer Spezikation SPEC1 durch Ubersetzung des Satzes von Typen, Typkonstruk-toren, Funktionen und Funktionalen von SPEC1 in abgeleitete Typen, Typkonstruktoren, Funktionenund Funktionale einer anderen Spezikation SPEC2 konstruieren, wobei fur verschiedene Modelle ver-schiedene Zielspezikationen verwendet werden konnen.Zur Formalisierung des intuitiven Konzepts eines Satzes von Typen, Typkonstruktoren, Funktionen undFunktionalen verwenden wir kategorientheoretische Begrie, siehe [BW 90]. Der Begri einer Katego-rie selbst wird dabei als einfachste Abstraktion der algebraischen Eigenschaften einer Menge getypterFunktionen verstanden, die bezuglich der Komposition von Funktionen abgeschlossen ist. Einer Funk-1
tion wird jeweils als Anfangsobjekt der Argumenttyp und als Endobjekt der Resultattyp zugeordnet.Operationen uber der Objektmenge und der Morphismenmenge der Kategorie reprasentieren Typen,wenn sie nullstellig sind und ein Objekt als Resultat liefern, oder sie reprasentieren Funktionale, wennsie Morphismen als Resultat liefern und Morphismen als Argument verwendet werden. Operationen,die Objekte liefern und Objekte als Argumente verwenden, reprasentieren Typkonstruktoren. Falls fureinen Typkonstruktor auch Morphismen als Argumente auftreten, so reprasentiert dieser Typkonstruk-tor einen sogenannten abhangigen Typ. Gleichungstypen, als Losungsmengen von Termgleichungen, sindBeispiele fur abhangige Typen, in denen nur Morphismen als Argumente auftreten. Die Formalisierungeines Kellerspeichers mit beschrankter Speichertiefe erfordert einen Typkonstruktor, der als Operationuber der Objektmenge und der Morphismenmenge der Kategorie sowohl Objekte als auch Morhismenals Argumente hat und ein Objekt als Resultat liefert.In diesem Sinne sind terminale und initiale Objekte einer Kategorie oder ein Objekt naturlicher ZahlenBeispiele fur Typen, Produkte und Summen sind Beispiele fur Typkonstruktoren, die mit ihren Wir-kungen auf Morphismen durch Pairing und Fallunterscheidung gleichzeitig auch Funktionale liefern. DieFormalisierung der Induktion fur ein Objekt naturlicher Zahlen ist ein weiteres Beispiel fur ein Funktio-nal.Die einzelnen Typentheorien werden im folgenden als initiale Modelle von Modellklassen gleichungs{partieller Theorien, siehe [Rei 87], dargestellt.Im Interesse einer besseren Lesbarkeit werden wir im folgenden eine Regelschreibweise fur gleichungs{partiellen Theorien verwenden, die sich an typentheoretischen Notationen orientiert.In dieser Regelschreibweise hat die gleichungs{partielle Theorie der kleinen Kategorien fol-gende Gestalt: KAT =f A : objidA : A! A cat1;f : A! C g : C ! Bf ; g : A! B cat2;f : A! BidA; f = f cat3;f : A! Bf = f ; idB cat4;f : A! B g : B ! C h : C ! Df ; (g;h) = (f ; g);h cat5 gIn diesem Regelsystem reprasentiert die Regel cat1 die totale einstellige Operation, die jedem Objekt denIdentitatsmorphismus zuordnet und die Regel cat2 reprasentiert die zweistellige partielle Kompositionvon Morphismen. Die Regeln cat3 und cat4 machen die Identitatsmorphismen bezuglich der Komposi-tion zu Links{ und Rechtseinheiten und die Regel cat5 reprasentiert schlielich die Assoziativitat derKomposition.Es ist gut bekannt, da Modellklassen gleichungs{partieller Theorien Quasivarietaten sind und somitinitiale Modelle existieren und die Vergifunktoren zwischen Modellkategorien von gleichungs{partiellenTheorien links{adjungierte Funktoren besitzen.In der ModellkategorieMod(KAT ) ist jedoch das initiale Objekt, also die intiale kleine Kategorie, durchdie Kategorie mit leerer Objekt{ und leerer Morphismenmenge gegeben.Wir werden von jeder Typentheorie voraussetzen, da sie abgeschlossen gegenuber der Bildung von Pro-dukttypen ist, da der unit{Typ existiert, der dem leeren Produkt entspricht, und da sie abgeschlossengegenuber Gleichungstypen ist. Wir nehmen also an, da jede Kategorie, die im folgenden eine Typen-theorie reprasentiert, mindestens eine Kategorie mit endlichen projektiven Limites ist, denn wir setzendie Existenz des leeren Produktes, von 2{Produkten und von Equalizern voraus.Ein Regelsystem, das eine gleichungs{partielle Theorie der kleinen Kategorien mit endlichen (projektiven)Limites beschreibt ist das folgende System: 2
FL KAT = KAT [f 1 : obj fl1 ; A : objtA : A! 1 fl2f : A! 1f = tA fl3 ; A : obj B : objA B : obj fl4A : obj B : objfirstA;B : A B ! A fl5 ; A : obj B : objsecondA;B : A B ! B fl6f : C ! A g : C ! B< f; g >: C ! A B fl7 ; f : C ! A g : C ! B< f; g >; firstA;B = f fl8f : C ! A g : C ! B< f; g >; secondA;B = g fl9 ; h : C ! A B< h; firstA;B ; h; secondA;B >= h fl10f; g : A! BEQf;g : obj fl11 ; f; g : A! Beqf;g : EQf;g ! A fl12f; g : A! Beqf;g ; f = eqf;g ; g fl13 ; h : C ! A f; g : A! B h; f = h; gfeqf;g;h : C ! EQf;g fl14k1; eqf;g = k2; eqf;gk1 = k2 fl16 ; h : C ! A f; g : A! B h; f = h; gfeqf;g;h ; eqf;g = h fl15 gDas initiale Modell TFL KAT in Mod(FL KAT ) ist noch immer keine besonders interessante Typen-theorie, denn es gibt bis auf Isomorphie nur das terminale Objekt in TFL KAT, den unit{Typ. Dies istjedoch nicht uberraschend, denn diese Typentheorie wird die schwachste Typentheorie sein, mit der imfolgenden gearbeitet wird.Jedes weitere Regelsystem, das eine spezielle Typentheorie deniert, wird eine Erweiterung von FL  KAT sein, und jeder Morphismus zwischen verschiedenen Typentheorien wird auf FL   KAT einge-schrankt die Identitat sein.Wenn wir im folgende eine spezielle Typentheorie denieren, so geben wir nur die gegenuber FL KATzusatzlichen Regeln an.Eine Typentheorie, in der der Typ naturlicher Zahlen mittels initialer Semantik eindeutig deniert ist,konnte beispielsweise durch folgendes Regelsystem beschrieben werden:NAT =f Nat : obj nat1;zero : 1! Nat nat2;succ : Nat! Nat nat3;f : A 1! B g : B ! Bnatf;g : A Nat! B nat4;f : A 1! B g : B ! B(idA  zero);natf;g = f nat5;f : A  1! B g : B ! B(idA  succ);natf;g = natf;g ; g nat6;h : A Nat! B (idA  zero);h = f (idA  succ);h = h; gh = natf;g nat7 gDie vorangehend und im folgenden verwendete Notation fg : A1B1 ! A2B2 fur zwei Morphismenf : A1 ! A2; g : B1 ! B2 ist eine abkurzende Schreibweise fur< (firstA1 ;B1 ; f); (secondA1;B1 ; g) >: A1  B1 ! A2  B23
In diesem Regelsystem wurde die Existenz eines Objekts naturlicher Zahlen, siehe [Wal 91], durch ge-eignete Operationen und Gleichungen formalisiert.Als ein weiters illustrierendes Beispiel wollen wir schlielich noch den Typkonstruktor endlicher Listendurch ein entsprechendes Regelsystem beschreiben:LISTS =f Elem : obj list1;A : objList(A) : obj list2;A : objnil(A) : 1! List(A) list3;A : objcons(A) : A  List(A) ! List(A) list4;f : P  1! B g : AB ! Blist(f; g) : P  List(A) ! B list5;f : P  1! B g : AB ! B(idP  nil(A)); list(f; g) = f list6;f : P  1! B g : A B ! B(idp  cons(A)); list(f; g) =<;<;>>; (idP  list(f; g)); g list6;h : P  List(A) ! B (idP  nil(A));h = f (idp  cons(A));h =<;<;>>; (idP  h); gh = list(f; g) list7 gwobei <;<;>> abkurzend fur< (secondP;AList(A); firstA;List(A)); < firstP;AList(A); (secondP;AList(A); secondA;List(A)) >>steht.Mit diesen beiden Beispielen wollen wir zunachst die Beschreibung der Objekte derjenigen Teilkategorieder gleichungs{partiellen Theorien beenden, die wir fur die Semantikdenition von SPECTRAL ver-wenden wollen. Unter allen gleichungs{partiellen Theorien zeichnen sich die hier ausgewahlten dadurchaus, da mit ihnen Kategorien mit endlichen projektiven Limites mit zusatzlichen Operationen uberden Objekt{ und Morphismenmengen und Eigenschaften dieser Operationen dargestellt werden. Mitdiesen illustrierenden Beispielen ist selbstverstandlich noch keine formale Denition gegeben. FormaleVollstandigkeit wurde leider den Rahmen dieses Berichtes sprengen, so da wir an diese Stelle daraufverzichten mussen.Wir nennen die Kategorie, deren Objekte initialeModelle von Regelsystemen vorangehender Art sind, dieKategorie der endlich prasentierten Typentheorien und bezeichnen dieses mit EPT. Der nachsteSchritt ist die Erklarung der Morphismen von EPT, bzw. der Homomorphismen zwischen endlichprasentierten Typentheorien. Anschaulich entspricht ein Homomorphismus' :T1!T2der Simulation der Typen und Typkonstruktoren von T1 mittels der Typen und Typkonstruktoren vonT2. Damit ist dieser Begri vergleichbar mit dem gleichnamigen Begri in [AC 92], allerdings beziehtsich diese Begrisbildung auf Institutionen im Sinne von [BG 84].Ein Homomorphismus ' :TNAT !TLISTSbeschreibt dementsprechend eine Konstruktion eines Objektes naturlicher Zahlen mittels Listen. Einesolche Konstruktion reprasentiert atomare Typen, Funktionen und Funktionale von TNAT durch zu-sammengesetzte Typen, Funktionen und Funktionale von TLISTS. Bisher haben wir noch nicht gesagt,4
wie zusammengesetzte Typen und zusammengesetzte Funktionen und Funktionale dargestellt werdenkonnen.Ein zusammengesetzter (abgeleiteter) Typ in einer Typentheorie TXXX ist durch eine RegelT : objgegeben, die aus dem Regelsystem XXX, welches TXXX deniert, zusammen mit den folgenden struk-turellen Regeln f : A! Bf = f eq1 f = gg = f eq2 f = g g = hf = h eq3f : A! B g : A! B h : B ! C i : B ! C f = g h = if ;h = g; i eq4die das Rechnen mit Gleichungen widerspiegeln, ableitbar ist. Im folgenden werden wir die Menge derstrukturellen Regeln mit EQ bezeichnen.Dementsprechend wurde ein zusammengesetzte (abgeleitete) Typkonstruktion in TLISTS durch eineRegel A : objT (A) : objreprasentiert, die mittels LISTS [ feq1; : : : ; eq4g abgeleitet werden kann. Analoges gilt fur zusammen-gesetzte (abgeleitete) Funktionen und Funktionale.Ein Homomorphismus ' :TNAT !TLISTSware dann beispielsweise durch folgende Zuordnung gegeben:'(Nat) = List(1);'(zero) = nil(1);'(succ) = < tList(1); idList(1) >; cons(1)'(nat(f; g)) = list(f; (second1;B); g)Dieser Homomorphismus simuliert (konstruiert) den atomaren Typ Nat durch den zusammengesetz-ten (abgeleiteten) Typ List(1), die atomaren Funktionen zero und succ durch die zusammengesetzteFunktion nil(1) beziehungsweise < tLIst(1); idList(1) > und das atomare Funktional nat(f; g) durch daszusammengesetzte (abgeleitete) Funktional list(f; (second1;B); g).Jede Denition eines Homomorphismus ' :T1!T2erfordert neben einer Zuordnung von zusammengesetzten Typen, Typkonstruktoren, Funktionen undFunktionalen der Typentheorie T2 zu den erzeugenden Typen, Typkonstruktoren, Funktionen und Funk-tionalen von T1 einen Korrektheitsbeweis, mit dem gezeigt werden mu, da fur jede Regel r des T1denierenden Regelsystems Reg(T1) deren Bild '(r) aus Reg(T2) [EQ abgeleitet werden kann, d.h.Reg(T2) [EQ ` '(r) fur jedes r 2 Reg(T1)Da man die Regeln eines Regelsystems Reg(T) einer Typentheorie T in erzeugende Regeln und fakto-risierende Regeln (Identizierung von abgeleiteten Funktionen und abgeleiteten Funktionalen, da dieIdentifzierung von Typen und Typkonstruktoren nicht zugelassen ist) einteilen kann, bedeutet der Nach-weis von Reg(T2) [ EQ ` '(r) fur eine erzeugende Regel r den Nachweis der Konstruierbarkeit undfur die faktorisierenden Regeln den Nachweis der semantischen Korrektheit. Im Regelsystem NAT sindnat1; : : : ; nat4 erzeugende Regeln und nat5; nat6; nat7 sind faktorisierende Regeln.Fur den Homomorphismus ' :TNAT !TLISTS5
ist der Nachweis der Konstruierbarkeit relativ einfach zu fuhren, wahrend der Nachweis der semantischenKorrektheit schon etwas mehr Muhe erfordert.Man kann zeigen, da EPTeine Teilkategorie der Kategorie der gleichungs{denierbaren Theorien ist,die abgeschlossen ist gegenuber endlichen injektiven Limites. Die Existenz endliche injektiver Limitesin EPTwird fur die Semantikdenition von SPECTRAL von entscheidender Bedeutung sein, denn wirwerden die Semantik von SPECTRAL{Spezikationen im wesentlichen durch endliche Diagramme inEPTbeschreiben, die durch ihre injektiven Limites komplex zusammengesetzte Typentheorien reprasen-tieren. Diese Diagrammdarstellung von komplex zusammengesetzten Typentheorien verallgemeinert innaturlicher Weise die Instanziierung parametrischer Spezikationen durch Pushout{Konstruktionen.2 Modelltheorie in EPTNachdem wir die Kategorie EPTder endlich prasentierten Typentheorien beschrieben haben, wollen wirauf Unterschiede zu ublichen Modellklassen zuruckkommen.Zunachst werden wir versuchen, funktorielle Modelltheorie, [Law 63] mit den bisher eingefuhrte Begrienzu charakterisieren.Dazu betrachten wir als Beispiel das folgende Regelsystem:ALG  SIG =f Elem : obj as1kon : 1! Elem as2op1 : Elem Elem ! Elem as3op2 : Elem ! Elem as4Die Typentheorie TALG SIG entspricht als Kategorie im wesentlichen einer algebraischen Theorie imSinne von Lawvere, siehe [Law 63], die von einem nullstelligen Operationssymbol kon, einem zweistel-ligen Operationssymbol op1 und einem einstelligen Operationssymbol op2 erzeugt wird. Hatten wir inFL   KAT nur die Existenz endlicher Produkte, und nicht noch zusatzlich die Existenz von Equali-zern gefordert, dann ware TALG SIG eine algebraische Theorie im Sinne von Lawvere. Wahlt man eineTypentheorie TSET, die eine konstruktive Approximation der Kategorie der Mengen darstellt, etwa dieObjektlogik ZF (Zermelo{Fraenkel Set Theory) von ISABELLE, [Pau 94], so wurden Homomorphismen :TALG SIG!TSETendliche projektive Limites erhaltende Funktoren reprasentieren, also algebraische Strukturen im Sinnevon [Law 63].Wurde man einen anderen semantischen Bereich TSEM zur Interpretation (Simulation) der erzeugendenRegeln wahlen, so reprasentiert die Gesamtheit aller Homomorphismen  :TALG SIG!TSEM, alsoHomEPT(TALG SIG;TSEM);eine Modellklasse im Sinne der funktoriellen Modelltheorie.Durch Hinzunahme faktorisierender Regeln zu ALG SIG konnen Eigenschaften der algebraischen Ope-rationen wie Assoziativitat oder Kommutativitat bequem ausgedruckt werden. Die geforderte Gultigkeitder transfomierten faktorisierenden Regeln in TSEM schrankt dann die Modellklasse in gewunschterWeise ein.Die vorangehenden Ausfuhrungen gelten in gleicherWeise fur kompliziertere Logiken. In solchen Fallen istTALG SIG durch eine geeignete, im allgemeinen ausdrucksstarkere Typentheorie zu ersetzen. Beispielefur analoge kategorientheoretische Formalisierungen komplizierter und sehr ausdrucksstarker Logikensind in [HP 89] zu nden. 6
Entsprechend den Ausfuhrungen im vorangehenden Abschnitt schranken wir Modelle einer Modelltheorienicht auf einen einzigen semantischen Interpretationsbereich ein. Deshalb werden wir mit der folgendenBegrisbildung arbeiten.Bezeichnung: Ein Homomorphismus ' :T1!T2wird ein T1{Modell in T2 genannt. MOD(T) bezeichnet die Gesamtheit aller T{Modelle in beliebigenTypentheorien von EPT.Es gibt mehrere Moglichkeiten, den Begri eines Homomorphismus zwischen T{Modellen in MOD(T)zu denieren. Sind '1 :T!T1 und '2 :T!T2 zwei beliebige T{Modelle, so ist eine Homomorphismusvon '1 nach '2 durch ein Tripel (1; 2;) gegeben, wobei 1 : T1! T0 und 2 : T2! T0 persistenteErweiterungen der Typentheorien T1 und T2 zu einer umfassenden Typentheorie T0 sind, und einernaturlichen Transformation  : '1;1 ) '2;2 : T! T0. Eine persistente Erweiterung  : Ti ! T0ist ein injektiver Homomorphismus in EPT, der fur jeden in T abgeleiteten Typ T auf HomT(1; T )eingeschrankt zusatzlich noch surjektive ist.Da wir im folgenden Homomorphismen zwischen T{Modellen nicht benotigen, werden wir die Diskussionuber Homomorphismen zwischen T{Modellen nicht weiterfuhren.Dieser Modellbegri ist wesentlich reichhaltiger als der Modellbegri einer funktoriellen Modelltheorie.Solange jedoch in einer Typentheorie Tnur kategorientheoretische Konstruktionen verwendet werden,die von darstellbaren Funktoren erhalten werden, also beispielsweise projektive Limites, liefert der obigeModellbegri gegenuber funktoriellen Modellen in Set keine neuen Aspekte, denn jedes T1{Modell ' :T1!T2 kann in ein funktorielles Modell h' :T1! Set transformiert werden, indem man fur jeden TypT 2 Obj(T1) deniert h'(T ) = homT2(1; '(T )).Betrachten wir aber beispielsweise die folgende TypentheorieNATn = NAT [ fsucc; : : : ; succ| {z }n times = idNatgwobei n eine beliebige, aber feste naturliche Zahl ist.Oenbar gibt es kein funktorielles Modell von TNATn in Set, da fur ein Objekt naturlicher Zahlen in Setdie obige Gleichung nicht gelten kann. Andererseits ist MOD(TNATn) nicht leer, denn mindestens derIdentitatsfunktor von TNATn ist ein Modell.Mit diesem Beispiel wurde illsutriert, da die Kategorie der Mengen im allgemeinen nicht als universellersemantischer Bereich genutzt werden kann. In ahnlicher Weise kann man jedoch fur jeden fest gewahltensemantischen Bereich eine Theorie konstruieren, die in diesem semantischen Bereich nicht interpretiertwerden kann.3 Semantische Grundkonzepte von SPECTRALEhe wir die Denition der Semantik eines reprasentativen Kerns von SPECTRAL diskutieren, geben wirdie Reprasentation der wesentlichsten semantischen Grundbegrie von SPECTRAL an.Auf der unteren semantischen Ebene von SPECTRAL sind die Begrie eines Wertes und eines Typsfundamental.Es sei TTYP die Typentheorie reprasentiert durch das RegelsystemTY P = fTyp : obj gund TWERT sei gegeben durch WERT = TY P [ fwert : 1! Typg:Mit diesen Denitionen reprasentiert ein Homomorphismus' :TWERT !T7
einen Wert und  : TTYP !Teinen Typ. Der Typ eines Wertes ergibt sich durch Einschrankung von ' :TWERT !Tauf die TeiltheorieTTYP von TWERT .Auf der zweiten semantischen Ebene von SPECTRAL sind die Begrie einer Struktur, einer parametri-schen Struktur, einer Spezikation und einer parametrischen Spezikation die wesentlichsten Grundbe-grie. Zur deren Reprasentation in EPTbenotigen wir zunachst den folgenden Begri.Bezeichnung: REG1 und REG2 seien Regelsysteme mit REG1  REG2, so da TREG1 ein Teilty-pentheorie von TREG2 bezeichnet. TREG2 heit semantisch eindeutig abhangig von TREG1, wenn es furjeden Homomorphismus '1 : TREG1 ! Tbis auf naturliche Aquivalenz hochstens einen Homomorphis-mus '2 : TREG2 ! T gibt, der '1 erweitert. Eine Typentheorie T heit semantisch eindeutig, wennsie von der leeren Teiltypentheorie semantisch eindeutig abhangt. Man beachte, da hier mit der leerenTypentheorie TFL KAT gemeint ist.Die Typentheorie TNAT ist ein Beispiel fur eine semantisch eindeutige Typentheorie.Mit ELEM = f Elem : obj g gilt ELEM  LISTS und TLISTS ist dann semantisch eindeutigabhangig von TELEM.Mit dieser Begrisbildung ist ein T1{Modell in T2 eine T1{Struktur, wenn T2 eine semantisch eindeutigeTypentheorie ist. Andernfalls gibt es in T2 Komponenten, deren Interpretation in mindestens einer se-mantisch eindeutigen Typentheorie T in mehreren, wesentlich verschiedenen Arten und Weisen moglichist. Folglich beschreibt ein solches T1{Modell ' :T1!T2eine Klasse von T1{Strukturen, denn fur jede T2{Struktur :T2!Terhalt man mit '; :T1!Teine T1{Struktur. Damit reprasentiert ein Morphismus ' : T1 ! T2 eine T1{Struktur im Sinne vonSPECTRAL, wenn T2 semantisch eindeutig ist, und eine parametrische T1{Struktur im allgemeinen.Eine eindeutige Spezikation wird folglich durch eine semantisch eindeutige Typentheorie reprasentiert.Man beachte jedoch, da es fur Typentheorien nicht entscheidbar ist, ob sie semantisch eindeutig sindoder nicht. Eine semantisch nicht eindeutige Typentheorie reprasentiert dann eine Spezikation vonparametrischen Typen oder Funktionen.In SPECTRAL wird sehr wohl unterschieden zwischen parametrischen Spezikationen und Spezika-tionen parametrischer Objekte. Den letzteren Fall haben wir vorangehend diskutiert. Eine (eindeutige)parametrische Spezikation wird in EPTreprasentiert durch eine Inklusion :T1! T2einer Teiltypentheorie T1 in T2, so da T2 semantisch eindeutig abhangig ist von T1. Im allgemeinenwird dabei angenommen, da T1 keine semantisch eindeutige Typentheorie ist. Im folgenden Abschnittwird deutlich, da T1 im allgemeinen der injektive Limes eines endlichen Diagrammes in EPTist, dasdurch die formalen Parameter gegeben ist.4 Semantik zusammengesetzter SPECTRAL{ KlassenWir werden mittels reprasentativer Beispiele illustrieren, wie auf der Basis der syntaktischen Struktur derzusammengesetzten Klassen deren Semantik in EPTdeniert werden kann. Dabei wird sich herausstellen,da wir imwesentlichen mit endlichen Diagrammen in EPTund deren injektiven Limites arbeiten werden.Die wesentlichsten Moglichkeiten zur Konstruktion von SPECTRAL{Klassen sind8
1. elementare Klassen,2. Umbenennung von Klassen;3. Erweiterung und Vereinigung von Klassen,4. Instanziierung parametrischer Klassen und5. Exponentation fur Klassen.Elementare Klassen werden durch Objekte in EPT, also durch Regelsysteme dargestellt. Wir wollen nurnoch einige wenige Beispiele hierfur angeben.Die Semantik der Klasse ELEM : class =dT : typecwird durch das folgende Regelsystem beschriebenSem(ELEM ) = fT : objgMit der folgenden elementaren KlassePO : class =d T : type: T  T ! boolaxioms for all x; y; z : T )x  x;x  y ^ y  x! x = yx  y ^ y  z ! x  z cwird deutlich, da der Datentyp bool der Wahrheitswerte vordeniert und damit fur jede Klasse verfugbarist. Dementsprechend muten wir zu dem Regelsystem FL KAT noch solche Regeln hinzunehmen, dieden Datentyp bool charakterisieren. Wir verzichten hier auf die Angabe der Regeln und nehmen fur diefolgenden Beispiele an, da FL KATbool ein entsprechend erweitertes Regelsystem bezeichnet.Die Semantik der elementaren Klasse PO wird dann durch das folgende Regelsystem Sem(PO) beschrie-ben, das FL KATbool erweitert:Sem(PO) =f T : obj;: T  T ! bool;x : 1! T< x; x >;= true;x; y : 1! T < x; y >;= true < y; x >;= truex = yx; y; z : 1! T < x; y >;= true < y; z >;= true< x; z >;= true gAbschlieend betrachten wir noch die KlasseMONOID : class =d M : typen :M
 :M M !Maxioms for all x; y; z :M )n
 x = xx
 n = x(x
 y) 
 z = x
 (y 
 z) c9
mit Sem(MONOID) =f M : obj; n : 1!M; 
 :M M !M< (tM ;n); idM >;
 = idM< IdM ; (tM ;n) >;
 = idM(
  idM );
 = (idM  
);
 gDie Umbenennung einer Klasse ist eine rein syntaktische Konstruktion, die in anloger Weise auf dasentsprechende Regelsystem angewendet wird. Bezeichnet ' eine Umbenennungsfunktion und bezeichnetclass1['] diejenige Klasse, die aus der Klasse class1 durch Anwendung von ' entstanden ist, so giltSem(class1 [']) = (Sem(class1))[']:Die Erweiterung und Vereinigungvon Klassen wird ganz entsprechend durch Erweiterung und Vereini-gung der Regelsysteme reprasentiert. Dabei ist zu beachten, da die Operation + uber Klassen nichtder kategorientheoretischen Summe (d.h. diskreter, injektiver Limes) entspricht. Die kategorientheoreti-sche Summe zweier Regelsysteme verdoppelt (mit entsprechenden Umbenennung) Regeln, die in beidenRegelsystemen enthalten sind. Deshalb werden wir fur Regelsystem das Operationszeichen [ fur diemengentheoretische Vereinigung und das Operationszeichen + fur die kategorientheoretische Summe inEPTverwenden. Mit diesen Konventionen gilt dannSem(class1 + class2) = Sem(class1 ) [ Sem(class2);aber beispielsweise Sem(class + class) 6= Sem(class) + Sem(class):Die Denition der Semantik von parametrischen Klassen und von Instanziierungen parametrischer Klas-sen erfordert groeren Aufwand.Die Autoren von SPECTRAL schreiben, da eine parametrische Klasse eine Funktion bezeichnet, dieStrukturen (aktuellen Paramatern) Klassen (instanziierte Klassen) zuordnet. Die Konstruktion von Klas-sen aus Strukturen kann in EPTmittels injektiver Limites formalisiert werden. Die formalen Parametereiner parametrischen Klasse denieren ein endliches Diagramm in EPT. Eine parametrische Klasse selbstist im allgemeinen eine Erweiterung des injektiven Limes des Diagramms der formalen Parameter, undein System aktueller Parameter (Strukturen) wird durch einen Cokegel des Parameterdiagramms forma-lisiert. Die Instanziierung der parametrischen Klasse durch einen aktuellen Parameter ergibt sich aus deminjektiven Limes des Diagrammes, das durch Hinzunahme des Morphismus in EPT, der die Erweiterungdes injektiven Limes des Parameterdiagramms um den Korper der parametrischen Klasse reprasentiert,und durch Hinzunhame des Cokegels entsteht, welcher den aktuellen Parameter reprasentiert. Hier-bei andert sich beim Ubergang zu einem anderen aktuellen Parameter nur die letzte Erweiterung desDiagrammes, der erste Teil der Diagrammkonstruktion ist vollstandig durch die parametrische Klassegegeben. Diese allgemeine Vorgehen soll durch einige einfache Beispiele illustriert werden.Wir betrachten zunachst den Fall, in dem das Diagramm der formalen Parameter durch ein Objekt inEPTgegeben ist. LISTS : (X : ELEM )! class =d List : typenil : Listcons : X:T  List ! List cDas Parameterdiagramm ist durch das Objet TSem(ELEM) in EPTgegeben. Bezeichnet R(LISTS) das10
folgende Regelsystem: Rl(LISTS) =f T : objList : objnil : 1! Listcons : T  List! List g;so wird die parametrische Klasse LISTS durch folgenden Morphismus in EPTdargestelltincl :TELEM !TRl(LISTS);der eine Theorieerweiterung reprasentiert, falls lose Semantik fur den Korper der parametrischen KlasseLISTS gemeint ist. Im Falle termerzeugter Algebren wird die Semantik der parametrischen Klasse durchdie Theorieerweiterung incl :TELEM !TRtg(LISTS);mit dem wie folgt erweiterten Regelsystem Rtg(LISTS) dargestellt:Rtg(LISTS) = Rl(LISTS) [f nil; f = nil; g cons; f = cons; gf = g gInitiale Semantik ergibt sich fur den parametrischen Datentyp LISTS durch folgendes Regelsystem:Rini(LISTS) = Rtg(LISTS) [f f : 1! A g : T A! Aind(f; g)List! A ;f : 1! A g : T A! Anil; ind(f; g) = f ;f : 1! A g : T  A! Acons; ind(f; g) = (idT  ind(f; g)); g gIst F :TELEM !Teine beliebige TELEM{Struktur, so ergibt sich eine Instanziierung LIST F als injektiver Limes desDiagramms TR(LISTS) incl   TELEM F !T:Die Pramaterinstanziierung erfolgt also uber eine Pushoutkonstruktion des Erweiterungsmorphismus mitdem aktuellen Parameter.Im folgenden Beispiel besteht das Parameterdiagramm aus zwei isolierten Objekten:BTREE : (X : ELEM )! (Y : ELEM )! class =d Btree : typeleaf : X:T ! Btreenode : Y:T Btree Btree ! Btree cMit den Regelsystemen R(BTREE) = f X:T : obj;Y:T : obj;Btree : objleaf : X:T ! Btreenode : Y:T ! Btree g11
und R(ELEM + ELEM ) = f X:T : obj;Y:T : obj; gwird diese parametrische Klasse durch den Inklusionsmorphismusincl :TR(ELEM+ELEM)!TR(BTREE)reprasentiert. Hier wird der Parameterteil als kategorientheoretische Summe dargestellt, den oenbargilt TR(ELEM+ELEM) = TELEM +TELEM:Die Pramaterinstanziierung erfolgt wieder uber eine Pushoutkonstruktion des Erweiterungsmorphismusincl mit einem aktuellen Parameter F :TR(ELEM+ELEM)! T:Schlielich wollen wir noch ein Beispiel angeben, in dem der Parameter der injektive Limes eines Dia-grammes ist, in dem auch Morphismen auftreten.Dazu betrachte man:BEISPIEL : (X : ELEM )! (Y : ELEM )! (Z : LISTS X)! (U : BTREE X Y )! class = : : :In diesem Beispiel werden vier aktuelle Parameter gefordert, wobei der erste Parameter gleich demElementtyp des dritten Parameters und gleich dem Typ der Blattmarkierungen des vierten Parametersist, der zweite Parameter ist gleich dem Typ der Knotenmarkierungen des vierten Parameters. Damitsind die ersten beiden Parameter implizit schon durch die beiden verbleibenden Parameter gegeben. Dieseinhaltlichen Abhangigkeiten zwischen den einzelnen Parametern werden dadurch fomalisiert, da ein Satzaktueller Parameter einen Cokegel des folgenden Diagrammes bildet, der wiederum eindeutig durch einenMorphismus vom injektiven Limes des Parameterdiagrammes zum Cokegelobjekt reprasentiert werdenkann. TR(LISTS) D1   TELEM D2 !TR(BTREE) D3   TELEMwobei die Theoriemorphismen durch folgende Zuordnungen gegeben sind:D1(T ) = T; D2(T ) = X:T; D3(T ) = Y:T:Wir erkennen, da unahbangige Parameter durch kategorientheoretische Summen in EPTreprasentiertwerden und inhaltliche Abhangigkeiten mittels Morphismen in den Diagrammen reprasentiert werden.Bei der Reprasentation der Exponentation von Klassen erreichen wir eine prinzipielle Grenze fur dieSemantikdenition in EPT, da EPTkeine kartesisch abgeschlossene Kategorie ist. Die Gesamtheitder Theoriemorphismen zwischen zwei Objekten T1;T2 kann im allgemeine keine endlich prasentierbareKategorie werden. Somit kann beispielsweise die folgende SPECTRAL{Klasse in EPTnicht als ein Objektin EPTdargestellt werden:FSORT : class = (X : PO)! (L : LISTS X)! SORT XLmit einer weggelassenen Denition von SORT , die einen Sortieralgorithmus spezizieren konnte.Fur eine ganze Reihe von Beispielen kann die Konstruktion von Strukturen aus Strukturen in EPTmittels semantisch eindeutiger Theorieerweiterungen dargestellt werden.Wie weiter oben schon beschrieben, nennen wir eine Theorieerweiterung ' : T1 ! T2, oder auch all-gemeiner einen beliebigen Theoriemorphismus ' : T1 ! T2 in EPT, semantisch eindeutig, wenn es furjeden Morphismus  : T1! Tbis auf naturliche Aquivalenz hochstens einen Morphismus   : T2! Tmit ';  =  gibt. Bezeichnet beispielsweise T2 den injektiven Limes des DiagrammesTPO incl  TELEM incl !TR(LISTS)12
und ist Teine geeignete, semantisch eindeutige Erweiterung dieses injektiven Limes, die ausdrucksstarkgenug ist um etwa den Bubble{Sort{Algorithmus zu beschreiben, so reprasentiert diese Theorieerweite-rung die Spezikation eines parametrischen Programmes im Sinne von SPECTRAL.Mit der Kategorie EPT konnen alle interessanten parametrischen Programme (parametrische Struk-turen) speziziert werden, aber die Gesamtheit aller typgleichen parametrischen Programme, etwa dieSPECTRAL{Klasse FSORT , kann selbst nicht reprasentiert werden. Die Denition von Funktionen, dieparametrische Programme als Argumente zu einem parametrischen Programm als Resultate transformie-ren, ist keine besondere Schwierigkeit in EPT, da parametrische Strukturen ebenso durch Morphismendargestellt werden wie allgemeine Strukturen.5 ZusammenfassungIn den vorangehenden Abschnitten wurde die Kategorie EPTals eine semantische Basis fur die Denitionder SPECTRAL{Semantik skizziert. Dabei wurde deutlich, da durch Spezialisierungen von Morphismenin EPTdie anschaulichen Konzepte von Werten, Typen, Strukturen und parametrischen Strukturen ineiner homogenen Begriswelt dargestellt werden konnen. Diese Homogenisierung der Begriswelt isteine Weiterfuhrung der Homogenisierung, wie sie schon durch die Kategorie der Mengen gegeben ist,in der es keinen Unterschied zwischen Werten und Funktionen gibt, da Werte als spezielle Funktionenreprasentiert werden.Auf der Basis dieser homogenisierten Begriswelt konnten bis auf die Exponentiation von Klassen allewesentlichen semantischen Konstruktionen von SPECTRAL dargestellt werden. Eine detaillierte Seman-tikdenition fur SPECTRTAL wird innerhalb einer noch abzuschlieenden Promotion angefertigt. Dortwird auch die Frage diskutiert werden, in welchem Umfang das Fehlen der Exponentiation von Klassenfur Spezikationen signikante Einschrankungen nach sich zieht.Die semantische Basis von EPT bietet die Moglichkeit, Spezikationen, die in verschiednen Logikengeschrieben sind, miteinander zu kombinieren. Da SPECTRAL von dieser Moglichkeit selbst keinenGebrauch macht, wurde bisher noch nicht auf diese Problematik eingegangen. Auf der Ebene der Bechs-reibung der Objekte von EPTgibt es keine Einschrankungen hinsichtlich der gewunschten Typentheorie,sie sind lediglich durch entsprechende Regelsystem als kategorientheoretische Logiken zu beschreiben.Wir haben als minimalen Fall die mehrsortige Gleichungslogik mit Gleichheitstypen (Equalizer, d.h.,Losungsmengen von Termgleichungen) gewahlt, um stets mit totalen Funktionen arbeiten zu konnen.Innerhalb einer Typentheorie, die ein spezielles Objekt von EPTreprasentiert, kann sehr wohl eine Lo-gik hoherer Ordnung bereitgestgellt werden, die vorrangig als Interpretationsbereich zur Denition vonStrukturen fur andere Typentheorien genutzt werden konnte. Diese Anwendung von EPTwurde voran-gehend ebenfalls nicht diskutiert, da sie dem typentheoretischen Herangehen an Semantikdenitionenentspricht und wir unser Herangehen als eine Alternative dazu verstehen.Die Vielfalt in den Typentheorien bietet auch die Moglichkeit, Typentheorien zu denieren, in denensowohl Datentypen mit initialer Semantik als auch Codatentypen mit terminaler Semantik verfugbar sind.Da SPECTRAL keine Strome als Beschreibungsmittel fur Prozesse zur Vefugung stellt, wie dies etwa inSPECTRUM, [Spectrum 93], geschieht, wurde vorangehend nicht auf Codatentypen in Typentheorieneingegangen. Wahrend in SPECTRUM ein einziger Codatentyp fur die Spezikation von Prozessenbereitgestellt wird, bietet EPTdie Moglichkeit, dem jeweiligen Problem angepate Codatentypen alsterminale Coalgebren zu denieren. Erste Untersuchungen zur Anwendung von Codatentypen wurdenin [Rei 95] und [HR 95] dargestellt.Eine zentrale Rolle fur die Semantikdenition und fur die erzielte begriiche Homogenitat spielt derBegri des Theoriemorphismus, d.h. des Morphismus in EPT. Jeder Theoriemorphismus erfordert denNachweis, da die transformierten Regeln Konsequenzen des Regelsystems sind, das die Zieltheorie de-niert. Fur diese Nachweisfuhrung ist es nicht erforderlich, ein neues Beweissystem zur Unterstutzung desRechnens in EPTzu entwickeln. Diese Aufgaben konnen sehr gut mit dem Beweissystem ISABELLE vonL.C. Paulson [Pau 94] gelost werden. In der letzten Version unterstutzt das Beweissystem ISABELLEsogar das Arbeiten mit terminalen Coalgebren und die Anwendung der Coinduktion.Im Ergebnis dieser Zusammenfassung ergeben sich folgende Vorschlage zu weiterfuhrendenForschun-13
gen:1. Weiterer Ausbau der durch EPTgegebenen semantischen Basis. Der bisher erreichte Stand wirddurch den als Anlage beigefugten internen Arbeitsbericht von Jorg Fischer dokumentiert. Nochoene Fragen werden in der durch ein Landesstipendium des Freistaats Sachsen geforderten Pro-motionsarbeit von J. Fischer bearbeitet.2. Untersuchungen zu Typentheorien mit Datentypen und Codatentypen. Forschungsarbeiten in die-ser Richtung sind unter anderem Gegenstand des durch die DFG geforderten GraduiertenkollegsWerkzeuge zum eektiven Einsatz paralleler und verteilter Rechnersysteme an der Fakultat Infor-matik der TU Dresdem, an dem der Berichterstatter beteiligt ist.Da die Semantik von SPECTRAL nicht in dem von den Autoren skizzierten Umfang mittels EPTdarge-stellt werden kann, wird eine weiterfuhrende Beschaftigung mit SPECTRAL vom Berichterstatter nichtangestrebt.Abschlieend bittet der Berichterstatter, die von der DFG als personliche Leihgabe zur Verfugung ge-stellte Rechentechnik fur die Weiterfuhrung der Untersuchungen im Rahmen des oben genannten Gra-duiertenkollegs weiterhin nutzen zu konnen (die beiden bereitgestellten X{Terminals muten bereitsausgemustert werden, da sie mit vertretbarem Aufwand nicht mehr repariert werden konnten).Literatur[AC 92] E. Astesiano and M.Cerioli: Relationships between logical frameworks. In M.Bidoit andC.Choppy (eds) Proc. 8th ADT Workshop, Springer LNCS vol. 655 , 126{143, 1992[AKBK 96] E. Astesiano, H.-J. Kreowski and B. Krieg{Bruckner (Eds.): Algebraic Foundations of Sy-stem Speci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